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We poniższych zadaniach wszystkie miary określone sa̧ na ustalonej przestrzeni
mierzalnej (X, Σ), na przykÃlad λ oznacza dowolna̧ miarȩ (a nie tylko miarȩ Lebesgue’a).
Wszelkie zbiory to mierzalne podzbiory X, a funkcje sa̧ rzeczywiste, określone na
X i mierzalne wzglȩdem Σ.

Zadanie 1. Korzystaja̧c z Twierdzenia Fubiniego wykaż, że dla dowolnej funkcji
nieujemnej f mamy ∫

f dµ =
∫ ∞

0

µ{x : f(x) ≥ t} dt

(ostatnia caÃlka jest wzglȩdem miary Lebesgue’a na prostej R).

ROZWIA̧ZANIE: W produkcie X ×R+ (na R+ mamy miarȩ Lebesgue’a λ) weźmy
zbiór F = {(x, t) : 0 ≤ t ≤ f(x)}. Miarȩ produktowa̧ tego zbioru liczymy na dwa
sposoby przez caÃlki iterowane (Tw. Fubiniego):

∫
λ(Fx) dµ(x) =

∫
(f(x)− 0) dµ(x) =

∫
f dµ

z drugiej strony jest to
∫ ∞

0

µ(Ft) dt =
∫ ∞

0

µ{x : 0 ≤ f(x) ≤ t} dt.

Zadanie 2. Dla miar znakowanych ν ¿ µ oznacza, że ν+ ¿ µ+ i ν+ ¿ µ− oraz
ν− ¿ µ+ i ν− ¿ µ−. Dane sa̧ dwie dowolne miary znakowane µ1 i µ2. Niech
µ = µ1 +µ2. Wykaż, że jeśli µ+

1 ⊥µ−2 i µ−1 ⊥µ+
2 to µ1 ¿ µ i µ2 ¿ µ. Podaj przykÃlad

na to, że opuszczenie choćby jednego z tych zaÃlożeń może zniszczyć obie tezy.

ROZWIA̧ZANIE: Mamy również µ+
1 ⊥µ−1 oraz µ+

2 ⊥µ−2 . Zatem µ+
1 ⊥(µ−1 +µ−2 ) oraz

µ+
2 ⊥(µ−1 + µ−2 ) i dodaja̧c (µ+

1 + µ+
2 )⊥(µ−1 + µ−2 ). Czyli µ = (µ+

1 + µ+
2 )− (µ−1 + µ−2 )

jest rozkÃladem miary µ na różnicȩ miar nieujemnych wzajemnie singularnych. Z
jednoznaczności rozkÃladu Hahna-Jordana wniskujemy, że µ+ = (µ+

1 + µ+
2 ) oraz

µ− = (µ−1 + µ−2 ). Jeśli A ma zerowa̧ miarȩ µ+ to ma zerowe miary µ+
1 i µ+

2 i
podobnie z minusami. To wÃlaśnie oznacza, że µ1 i µ2 sa̧ absolutnie cia̧gÃle wzglȩdem
µ.
Jako kontrprzykÃlad wzia̧ć dowolna̧ miarȩ nieujemna̧ ale niezerowa̧ µ1 i poÃlożyć
µ2 = −µ1. Oczywíscie µ−2 = µ+

1 6= 0, wiȩc nie sa̧ to miary wzajemnie singularne
(natomiast µ−1 i µ+

2 sa̧ zerowe, wiȩc sa̧ singularne). Natomiast µ jest miara̧ zerowa̧,
wiȩc ani µ1 ani µ2 nie sa̧ wzglȩdem niej absolutnie cia̧gÃle.

Zadanie 3. Dana jest miara nieujemna µ i funkcja f taka, że przynajmniej jedna
z caÃlek z f+ i f− jest skończona. Tworzymy miarȩ ν jako miarȩ z gȩstościa̧ f , tzn.



ν(A) =
∫

A
f dµ. (zapisujemy to jako dν = f dµ). Wykaż, że rozkÃlad Hahna-Jordana

miary ν pokrywa siȩ z miarami dν+ = f+ dµ i dν− = f− dµ.

ROZWIA̧ZANIE: Oczywíscie miary f+ dµ i f− dµ sa̧ nieujemne i daja̧ w różnicy
f dµ, czyli ν. Wystarczy zbadać ich singularność, a wtedy zadziaÃla jednoznaczność
rozkÃladu Hahna-Jordana. Niech D = {x : f(x) ≥ 0}. Jest jasne, że

∫
D

f− dµ =∫
Dc f+ dµ = 0, a to znaczy, że omawiane miary sa̧ singularne.

Zadanie 4. Sprawdź, że jeżeli ν ¿ µ ¿ λ i f jest gȩstościa̧ miary ν wzglȩdem µ,
a g jest gȩstościa̧ µ wzglȩdem λ, to iloczyn fg jest gȩstościa̧ ν wzglȩdem λ.

ROZWIA̧ZANIE: Weźmy dowolny zbiór A. Mamy ν(A) =
∫

1Af dµ. Dla dowolnej
funkcji h mamy też

∫
h dµ =

∫
hg dλ. Wstawiaja̧c h = 1Af dostajemy ν(A) =∫

1Afg dλ, czyli z jednoznaczności gȩstości, fg jest gȩstościa̧ ν wzglȩdem λ.

Zadanie 5. Niech µ = f dλ i ν = g dλ. Sprawdź, że µ ∧ ν = min{f, g} dλ oraz
µ ∨ ν = max{f, g} dλ.

ROZWIA̧ZANIE: Z definicji, µ ∧ ν = 1
2 (µ + ν − |µ − ν|). Wiemy już z zadania 3,

(zastosowanego do miary µ−ν), że (µ−ν)+ = (f −g)+ dλ i (µ−ν)− = (f −g)− dλ
Sta̧d

|µ− ν| = (µ− ν)+ + (µ− ν)− = (f − g)+ + (f − g)− dλ = |f − g| dλ.

Zatem µ ∧ ν = 1
2 (f + g − |f − g|) dλ = min{f, g} dλ.

Dla ∨ rachunek jest identyczny, w jednym miejscu jest plus zamiast minusa.
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